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( अवकल समीकरण ।। 
Differenti al Equatio ns) 














** He who seeks for methods without having a definite problem in mind 
seeks for the most part in vain - D. HILBERT «* 


9,] भूमिका ( Introduction ) 


कक्षा £] एवं इस पुस्तक के अध्याय 5 में हमने चर्चा की थी, कि 
एक स्वतंत्र चर के सापेक्ष किसी फलन / का अवकलज कैसे ज्ञात 
किया जाता है अर्थात्‌ किसी फलन / की परिभाषित प्रांत के प्रत्येक 
* के लिए, 7(४) कैसे ज्ञात किया जाता है। इसके अतिरिक्त 
समाकल गणित के अध्याय में हमने चर्चा को थी, कि यदि किसी 
फलन / का अवकलज फलन ¢ है तो फलन / कैसे ज्ञात किया 
जाए। इसको निम्न रूप में सूत्रबद्ध किया जा सकता हैः 


किसी दिए हुए फलन & के लिए फलन / ज्ञात कीजिए ताकि 





dy हर आह 
= 2? (५) जहा मल | Henri Poincare 
dx फीड ली जी बा (I854-9]2 ) 


समीकरण (]) के रूप वाले समीकरण को अवकल समीकरण 
कहते हैं। इसकी औपचारिक परिभाषा बाद में दी जाएगी। 

अवकल समीकरणों का उपयोग मुख्य रूप से भौतिकी, रसायन विज्ञान, जीव विज्ञान, मानव 
विज्ञान, भूविज्ञान, अर्थशास्त्र आदि विभिनन क्षेत्रों में किया जाता है। अतः सभी अत्याधुनिक वैज्ञानिक 
अन्वेषणों के लिए अवकल समीकरणों के गहन अध्ययन को अत्यंत आवश्यकता है। इस अध्याय में, 
हम अवकल समीकरण को कुछ आधारभूत संकल्पनाओं, अवकल समीकरण के व्यापक एवं विशिष्ट 
हल, अबकल समीकरण का निर्माण, प्रथम कोटि एवं प्रथम घात के अवकल समीकरण को हल करने 
को कुछ विधियाँ और विभिन्न क्षेत्रों में अबकल समीकरणों के कुछ उपयोगों के बारे में अध्ययन करेंगे। 
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9.2 आधारभूत संकल्पनाएँ (Basic Concepts) 
हम पहले से ही निम्नलिखित प्रकार के समीकरणों से परिचित हें 


४7 —3x+3=0 i) 
six + ०05 ४ ८ 0 ..- (2) 
x+y=7 ... (3) 


आइए निम्नलिखित समीकरण पर विचार करें 


BE i y= 0 


.. (4) 

हम पाते हैं कि समीकरणों (।), (2) एवं (3) में केवल स्वतंत्र और/अथवा आश्रित चर (एक 

या अधिक) शामिल हें जब कि समीकरण (4) में चर के साथ-साथ स्वतंत्र चर (४) के सापेक्ष आश्रित 
चर (+) का अवकलज भी शामिल है। इस प्रकार का समीकरण अवकल समीकरण कहलाता है। 


सामान्यत: एक ऐसा समीकरण, जिसमें स्वतंत्र चर (चरों) के सापेक्ष आश्रित चर के अवकलज 
सम्मिलित हों, अबकल समीकरण कहलाता है। 


एक ऐसा अवकल समीकरण, जिसमें केवल एक स्वतंत्र चर के सापेक्ष, आश्रित चर के अवकलज 
सम्मिलित हों, सामान्य अवकल समीकरण कहलाता है। उदाहरणतया 
dy dy | 
2 --++|७-- |. ८ 0) ... (3 
dx" dx 5) 
एक सामान्य अवकल समीकरण है। 
निःसन्देह ऐसे भी अवकल समीकरण होते हें जिनमें एक से अधिक स्वतंत्र चरों के सापेक्ष अवकलज 
शामिल होते हें, इस प्रकार के अवकल समीकरण आंशिक अवकल समीकरण कहलाते हैं। लेकिन इस 
स्तर पर हम अपने आप को केवल सामान्य अवकल समीकरणों के अध्ययन तक सीमित रखेंगे। इससे 
आगे हम सामान्य अवकल समीकरण के लिए अवकल समीकरण शब्द का ही उपयोग करेंगे। 


| टिप्पणी | 


।. हम अवकलजों के लिए निम्नलिखित संकेतों के उपयोग को वरीयता देंगे 







Fy FY HEY 


dx 5 dx पका. 

2. उच्च कोटि वाले अवकलजों के लिए, इतने अधिक डेशों (0३५९५) को उच्च प्रत्यय के रूप 

में प्रयुक्त करना असुविधाजनक होगा इसलिए #वें कोटि वाले अवकलज ना के लिए हम संकेत 
X 


५, का उपयोग करेंगे। 
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9.2.] अवकल समीकरण की कोटि (Order of a differential equation) 


किसी अवकल समीकरण की कोटि उस अवकल समीकरण में सम्मिलित स्वतंत्र चर के सापेक्ष आश्रित 
चर के उच्चतम कोटि के अवकलज की कोटि द्वारा परिभाषित होती है। 


निम्नलिखित अवकल समीकरणों पर विचार कीजिए: 


dy_ + 

य 2 

गा ... (6) 
dy 

उ 0 ... (7) 
dy [बे 

TES Fs =0 (8) 


समीकरण (6), (7) एवं (8) में क्रमश: प्रथम, द्वितीय एवं तृतीय कोटि के उच्चतम अवकलज 
उपस्थित हैं इसलिए इन समीकरणों की कोटि क्रमश: ।, 2 एवं 3 है। 
9.2.2 अवकल समीकरण की घात (Degree of a differential equation) 
किसी अवकल समीकरण की घात का अध्ययन करने के लिए मुख्य बिंदु यह है कि वह अवकल 
समीकरण, अवकलजों )”, ५”, ४” इत्यादि में बहुपद्‌ समीकरण होना चाहिए। निम्नलिखित समीकरणों 
पर विचार कीजिए: 


dy dy dy 
— +2] ---_<- les Sig = 0 
a | a | dr ९ 
[) + a —sin’ y= 0 
र Fe y ...(]0) 
dy . 
——+sIin| -+- |=0 
ह हक ...(I]) 


हम प्रेक्षित करते हैं कि समीकरण (9) ५”, ५” एवं )' में बहुपद समीकरण है। समीकरण (।0) 
५ में बहुपद समीकरण है (यद्यपि यह » में बहुपद नहीं है) इस प्रकार के अवकल समीकरणों की 
घात को परिभाषित किया जा सकता है। परंतु समीकरण (।।) » में बहुपद समीकरण नहीं है और 
इस प्रकार के अवकल समीकरण की घात को परिभाषित नहीं किया जा सकता है। 
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यदि एक अवकल समीकरण अवकलजों का बहुपद समीकरण है तो उस अवकल समीकरण की 
घात से हमारा तात्पर्य है उस अवकल समीकरण में उपस्थित उच्चतम कोटि के अवकलज की उच्चतम 
घात (धनात्मक पूर्णांक) 

उपरोक्त परिभाषा के संदर्भ में हम प्रेक्षित कर सकते हैं कि समीकरणों (6), (7), (8) एवं 
(9) में से प्रत्येक की घात । है, समीकरण (।0) को घात 2 है जब कि अवकल समीकरण (]) 
की घात परिभाषित नहीं है। 


| बढ़" टिप्पणी | किसी अवकल समीकरण को कोटि एवं घात (यदि परिभाषित हो) हमेशा 
धनात्मक पूर्णाक होते हैं। 


उदाहरण ] निम्नलिखित अवकल समीकरणों में से प्रत्येक की कोटि एवं घात (यदि परिभाषित हो) 
ज्ञात कीजिए: 


dy dy dy dy 
 ———cosx=0O Xy + = 0 


GD y”+y° +e? =0 
हल 
Er d 
() इस अवकल समीकरण में उपस्थित उच्चतम कोटि अवकलज ह है। इसलिए इसकी कोटि 


में .d 
। है। यह »” में बहुपद समीकरण है एवं हर की अधिकतम घातांक | है, इसलिए इस अवकल 
समीकरण की घात । है। 


2, 
(7) इस अवकल समीकरण में उपस्थित उच्चतम कोटि अवकलज की है । इसलिए इसकी कोटि 


में बहुपद समीकरण है और --5 की अधिकतम 





घातांक । है, इसलिए इस अवकल समीकरण को घात | है। 
(४) इस अवकल समीकरण में उपस्थित उच्चतम कोटि अवकलज +” है। इसलिए इसकी कोटि 3 है। 
इस समीकरण का बायाँ पक्ष अवकलजों में बहुपद नहीं है इसलिए इसकी घात परिभाषित नहीं है। 


| प्रश्नावली 9.॥ | 


। से 0 तक के प्रश्नों में प्रत्येक अवकल समीकरण की कोटि एवं घात (यदि परिभाषित हो) ज्ञात 
कोजिए। , 


d Y . ns ds ds 
I. ——+sm(y )=0 2. y+5y=0 3, |[— | +3s——=0 
ER f Vo dt? 
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2. YY 2 
+ Cos le =0 5, ह = COS3x+sIN 3X 
dx dx dx 
( y”)? FT (५४7) हम (५7 |. y5 र 0 कप. y” + 2y” |. y र 0 
8. y+y=e' 9, y +0) + 295८0 I0.y’+2y + शा] » ८ 0 


।,. अवकल समीकरण 


हे 2 
े) हम + हिल =0 को घात हैः 
X X X 


(A) 3 (B) 2 (0) I (D) परिभाषित नहीं है 


।2. अवकल समीकरण 2% र 3+ ५=0 की कोटि हैः 
dx dx 
(A) 2 (8) | (0) 0 (D) परिभाषित नहीं है 
9.3. अवकल समीकरण का व्यापक एवं विशिष्ट हल (General and Particular 
Solutions of a Differential Equation) 
पिछली कक्षाओं में हमने निम्नलिखित प्रकार के समीकरणों को हल किया हैः 
५ कथे = 0 .(D 
sin ४ -- ०005 ४ ८ 0 .. (2) 
समीकरणों (।) तथा (2) का हल एक ऐसी वास्तविक अथवा सम्मिश्र संख्या है जो दिए हुए 
समीकरण को संतुष्ट करती है अर्थात्‌ जब इस संख्या को समीकरण में अज्ञात + के स्थान पर 
प्रतिस्थापित कर दिया जाता है तो दायाँ पक्ष और बायाँ पक्ष आपस में बराबर हो जाते हें। 


d 
अब अवकल समीकरण पट +y=0 ... (3) 
X 


पर विचार करते हैं। 
प्रथम दो समीकरणों के विपरीत इस अवकल समीकरण का हल एक ऐसा फलन 0 है जो इस 
समीकरण को संतुष्ट करेगा अर्थात्‌ जब इस फलन को अवकल समीकरण में अज्ञात (आश्रित चर) 
के स्थान पर प्रतिस्थापित कर दिया जाता है तो बायाँ पक्ष और दायाँ पक्ष बराबर हो जाते हैं। 
वक्र ) = ७ (४) अवकल समीकरण का हल वक्र (समाकलन वक्र) कहलाता है। निम्नलिखित 
फलन पर विचार कोजिए 
9 -- 0 (४) ८ ध शा (x +b) ..- (4) 
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जहाँ ८,५८ र. यदि इस फलन ओर इसके अवकलजों को समीकरण (3) में प्रतिस्थापित कर 
दिया जाए तो बायाँ पक्ष और दायाँ पक्ष बराबर हो जाते हें। इसलिए यह फलन अवकल समीकरण (3) 
का हल है। 


मान लीजिए कि ८ और ए को कुछ विशिष्ट मान ० = 2 एवं ॥ = न दे दिए जाते हैं तो हमें 
निम्नलिखित फलन प्राप्त होता हैः 


y = 0०) = 2sin| x+ हा ... (5) 
यदि इस फलन और इसके अवकलजों को समीकरण (3) में प्रतिस्थापित कर दिया जाए तो पुनः 
बायाँ पक्ष और दायाँ पक्ष बराबर हो जाते हैं। इसलिए ५, भी समीकरण (3) का एक हल है। 
फलन 0 में दो स्वेच्छ अचर (प्राचल) ०, ० सम्मिलित हैं तथा यह फलन दिए हुए अवकल 
समीकरण का व्यापक हल कहलाता है। जबकि फलन 0), में कोई भी स्वेच्छ अचर सम्मिलित नहीं 
है लेकिन प्राचलों ८ तथा & के विशिष्ट मान उपस्थित हैं और इसलिए इसको अवकल समीकरण का 
विशिष्ट हल कहा जाता है। 
ऐसा हल, जिसमें स्वेच्छ अचर उपस्थित हो अवकल समीकरण का व्यापक हल कहलाता है। 
ऐसा हल, जो स्वेच्छ अचरों से मुक्त है अर्थात्‌ व्यापक हल में स्वेच्छ अचरों को विशिष्ट मान देने पर 
प्राप्त हल, अबकल समीकरण का विशिष्ट हल कहलाता है। 


dy d 
उदाहरण 2 सत्यापित कीजिए कि फलन ) = €, अवकल समीकरण + -6+=0का 
X X 


एक हल है। 


हल दिया हुआ फलन = ८ * है। इसके दोनों पक्षों का + के सापेक्ष अवकलन करने पर हम प्राप्त 
करते है: 


dy 3 
—— = उेट ..(]) 
dx 
अब समीकरण () का %के सापेक्ष पुनः अवकलन करने पर हम देखते हैं कि 
ad? 
a 
और दिए गए समीकरण में प्रतिस्थापित करने पाते हैं कि 
ल कै और 3 का मान, दिए गए अवकल समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर पर हम पा 


बाया पक्ष = 9८ * + (3९ >) - 6.९ = 9 ९ *- 9 ८ = 0 = दाया पक्ष 
इसलिए दिया हुआ फलन दिए हुए अवकल समीकरण का एक हल है। 
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उदाहारण 3 सत्यापित कीजिए कि फलन ५ = ० ८०७ % + & in %, जिसमें ८, ७ € R, अवकल 


रब y 


समीकरण FE 0 का हल है। 
X 


हल दिया हुआ फलन है 
y=acosx+bsimx >) 


समीकरण (।) के दोनों पक्षों का %, के सापेक्ष उत्तरोत्तर अवकलन करने पर हम देखते हैं: 





dy b 
—=-asmx+bcosx 
dx 
dy 
—y =-acosx- bsinx 
dx 
Fo __. में हैं 
5 एवं + का मान दिए हुए अवकल समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त करते हैं: 
X 


बायाँ पक्ष = (—acosx—bsmx)+(acosx+bsmx)=0O= दायाँ पक्ष 
इसलिए दिया हुआ फलन, दिए हुए अवकल समीकरण का हल है। 


| प्रश्नावली /9,2 | 


। से 70 तक प्रत्येक प्रश्‍न में सत्यापित कीजिए कि दिया हुआ फलन (स्पष्ट अथवा अस्पष्ट) संगत 
अवकल समीकरण का हल है: 


l. y=e'+l yy =0 

2. y=x+2x+C y -2x-2=0 

3. y=cosx+C y +sinx=0 

4. y= Mr += 

5. y= Ax xy =y(#0) 

6. y=xsinx , xy =y+x Jr? -y? (#0 और +> ५ अथवा < - 9) 
y2 

7, x=logy+C 0 [छ (xy # ]) 

8. y—cosy=x , (ysiny+cosy+x)y =y 
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9, x+y=tan'y ४ yy +y+I=0 


d 
I0. y= Jax? la - 7 | € (- 6, 4): ४ + » ना =0(yx#0) 


]. चार कोटि वाले किसी अवकल समीकरण के व्यापक हल में उपस्थित स्वेच्छ अचरों की संख्या हेः 


(A) 0 (B) 2 ((..) 3 (D) 4 

2. तीन कोटि वाले किसी अवकल समीकरण के विशिष्ट हल में उपस्थित स्वेच्छ अचरों की 
संख्या हे: 
(A) 3 (8) 2 (0) I (D) 0 


9.4. दिए हुए व्यापक हल वाले अवकल समीकरण का निर्माण (Formationof a 
Differential Equation whose Solution is Given) 


हम जानते हैं कि समीकरण 
x+y’ +2x-4y+4=0 ...(]) 
एक ऐसे वृत को निरूपित करता है जिसका केंद्र (-।, 2) है और त्रिज्या ] इकाई है। 


समीकरण (।) का ५, के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राप्त करते हैं 





4) हे षभ. 2) ©) 

is Wa 
यह एक अवकल समीकरण है। आप बाद में देखेंगे कि (अनुभाग 9.5.! का उदाहरण 9 देखिए) कि 
यह समीकरण वृत्तों के एक कुल को निरूपित करता है और उस कुल का एक सदस्य समीकरण (]) 
में दिया हुआ वृत है। आइए निम्नलिखित समीकरण पर विचार करें: 

wy =r 
7, को विभिन्न मान देने पर हमें कुल के भिन्न सदस्य प्राप्त 
होते हैं उदाहरणतः 4? + y=l,x +y’=4,x+y=9 
इत्यादि (आकृति 9.] देखिए)। इस प्रकार समीकरण (3) 
एक ऐसे संकेंद्री वृत्तों के कुल को निरूपित करता है जिनका 
केंद्र मूल बिंदु हे और जिनकी त्रिज्याएँ भिन्न हैं। 

हमारी रुचि इस कुल के प्रत्येक सदस्य द्वारा संतुष्ट किए 

जाने वाला अवकल समीकरण ज्ञात करने में हैं। यह समीकरण 
„ से मुक्त होना चाहिए क्योंकि कुल के विभिन्न सदस्यों के 
लिए # का मान भिन्न है। समीकरण (3) का > के सापेक्ष 
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अवकलन करने पर यह समीकरण प्राप्त किया जाता है। अर्थात्‌ 


dy _ न dy _ 
2x + 29 क्र 0 अ x+y Er 0 ... (4) 


यह अवकल समीकरण, समीकरण (3) द्वारा निरूपित सकेंद्री वृत्तों के कुल को निरूपित करता है। 
आइए फिर से निम्नलिखित समीकरण पर विचार करें: 


y=mx+c ... (3) 

प्राचलों # तथा ८, के विभिन्न मानों से हमें कुल के विभिन्न सदस्य प्राप्त होते हैं उदाहरणतया 

BD (brs. ८८ 0) 

है RES, = 2/3 c = 0) 

BD | (m= l,c=l) 

y=—x (n=l, ८ ८ 0) 

y=—-x~-]l (m=—l,c=—-]) 
इत्यादि (आकृति 9.2 देखिए)। y री 03 
इस प्रकार समीकरण (5) सरल रेखाओं के कुल को निरूपित र AS 
करता है जिसमें #, ८ प्राचल है। ग र ` 

अब हमारी रुचि इस कुल के प्रत्येक सदस्य द्वारा संतुष्ट किए ` >< ८4 

जाने वाला अवकल समीकरण ज्ञात करने में है। इसके अतिरिक्त २ ए 5 


वह समीकरण तथा ८ से मुक्त होना चाहिए क्योंकि कुल के 
विभिन्न सदस्यों के लिए # तथा ८ का मान भिन्न है। यह अवकल 
समीकरण, समीकरण (5) का # के सापेक्ष क्रमानुसार दो बार 
अवकलन करने पर प्राप्त होता है अर्थात्‌ आकृति 9.2 


d 4: 
जे = तथा ल ह ... (6) 


समीकरण (6), समीकरण (5) द्वारा दिए हुए सरल रेखाओं के कुल को निरूपित करता है। 
टिप्पणी समीकरण (3) तथा (5) क्रमशः समीकरण (4) एवं (6) के व्यापक हल हैं। 


9.4.] दिए-हुए बक्रों के कुल को निरूपित करने वाले अवकल समीकरण के निर्माण की 
प्रक्रिया (Procedure to form a Differential Equation that will represent a given 
Family of curves) 
(३) यदि दिए हुए वक्रों का कुल 7 केवल एक प्राचल पर निर्भर करता है तो इसे निम्नलिखित 
रूप वाले समीकरण द्वारा निरूपित किया जाता है: 
7 (४, », 6) ८ 0 we) 
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उदाहरणतः, परवलयों ५? = ८४ का कुल 7», », 4) : ५? = 4४ के रूप वाले समीकरण द्वारा 
निरूपित किया जा सकता हे। 

समीकरण (।) का » के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें ५”, », ४, एवं ८ को सम्मिलित करने 
वाला एक समीकरण निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है: 

8 (४, », |), 4) 5 0 on) 
समीकरण (।) तथा (2) से ८ को विलुप्त करने पर हमें आवश्यक अवकल समीकरण 
निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है: 

F(x,y,y)=0O ..- (3) 

(७) यदि दिए हुए वक्रों का कुल ह, प्राचलों ८, तथा & पर निर्भर करता है तो इसे निम्नलिखित रूप 
वाले समीकरण द्वारा निरूपित किया जाता हैः 

F, (x, », 6, 0) 5 0 ... (4) 
समीकरण (4) का » के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें)”, ४, ), ०, ७ को सम्मिलित करने वाला 
एक समीकरण निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता हैः 

g(x,y,y,a,b)=0 ... (5) 
परंतु दो समीकरणों की सहायता से दो प्राचलों को विलुप्त करना सम्भव नहीं है इसलिए हमें 
एक तीसरे समीकरण की आवश्यकता है। यह समीकरण, समीकरण (5) का + के सापेक्ष 
अवकलन करने पर निम्नलिखित रूप में प्राप्त किया जाता है: 

॥ (5, », ४», ४», 6, 2) 5८ 0 ... (6) 
समीकरण (4), (5) एवं (6) से ८तथा को विलुप्त करने पर हमें आवश्यक अवकल 
समीकरण निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है: 

7 (७४, », 9, » )5 0 हे, 


| बन टिप्पणी | किसी वक्र कुल को निरूपित करने वाले अवकल समीकरण की कोटि उतनी ही 
होती है जितने उस वक्र कुल के संगत समीकरण में स्वेच्छ अचर होते हैं। 


उदाहरण 4 कक्रों के कुल = को निरूपित करने वाले अवकल समीकरण को ज्ञात कीजिए 
जबकि एक स्वेच्छ अचर है। 


हल दिया हुआ है कि 

y = mx a5) 
समीकरण (]) के दोनो पक्षों का + के सापेक्ष अवकलन करने पर हम प्राप्त करते हैं। 

dy — mh 

dx 
dy dy 


:* अथवा 2---- ४ 5८ 0 प्राप्त 
dx dx ह 


होता है। यह प्राचल से मुक्त है और इसलिए यह अभीष्ट अवकल समीकरण है। 


# का मान समीकरण (।) में प्रतिस्थापित करने पर हमें ) = 
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उदाहरण 5 वक्रों के कुल = $n (५+ 0), जिसमें 6, स्वेच्छ अचर हैं, को निरूपित करने वाले 
अवकल समीकरण को ज्ञात कीजिए। 


हल दिया हुआ है कि ५ = ऽग (४+ 8) .()) 
समीकरण (।) के दोनों पक्षों का + के सापेक्ष उत्तरोत्तर अवकलन करने पर हम प्राप्त करते है: 
ER a cos(x +b) ... (2) 
dx 
dy 3 
ज =— asin (x+b) (च 
समीकरण (।), (2) तथा (3) से ८तथा # को विलुप्त करने पर हम प्राप्त करते हैं। 
dy _ y= 0 (4) 
Fe ... 


समीकरण (4) स्वेच्छ अचरों &तथा # से मुक्त है और इसलिए यह अभीष्ट अवकल समीकरण हे। 


उदाहरण 6 ऐसे दीर्घवृत्तों के कुल को निरूपित करने वाला अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए जिनकी 
नाभियाँ »-अक्ष पर हैं तथा जिनका केंद्र मूल बिंदु हे। 

हल हम जानते हैं कि कथित दीर्घवृत्तों के कुल का समीकरण निम्नलिखित प्रकार का होता हे 
(आकृति 9.3 देखिए) 


Y 
x 2 y 2 
ठ कल जरी स!) 


a SO 


समीकरण (।) का 2 के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें X“ Co व x 


2x 2yd 
+5 ~= 0 प्राप्त होता है। 
a. b‘ dx 
शना 2% -b र 
अ | |= ... (2) आकृति 9.3 
dx a 


जे 
समीकरण (2) के दोनों पक्षों का » के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें प्राप्त होता हे: 


-_ 
5 हे 
> / ४ x dx 


dy [| dy 
अथवा xy—S+जxl-—| -y-—=0O ... (3 
ET आओ (5) 


समीकरण (3) अभीष्ट अवकल समीकरण है। 
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उदाहरण 7 >-अक्ष को मूल बिंदु पर स्पर्श करने वाले वृत्तों के कुल XY 
का अवकल समीकरण ज्ञात कौजिए। 


हल मान लीजिए, «-अक्ष को मूल बिंदु पर स्पर्श करने वाले वृत्तों 
के कुल को (से निर्दिष्ट किया जाता है। (0,८) उस कुल के 
किसी सदस्य के केंद्र बिंदु के निर्देशांक हैं (आकृति 9.4 देखिए)। 
इसलिए कुल € का समीकरण है; 





हि 0 
x + (५-4) ८ ८८ अथवा x+y‘ = 2ay ...(]) 
जिसमें ८ एक स्वेच्छ अचर है। समीकरण (।) के दोनों पक्षों 
का » के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राप्त करते हैं: के 
हर है आकृति 9.4 
20 + 29 ls 
dx dx 
dy_ dy 
अथवा x+y——=a-— 
| dx dx 
न 
हा dx 
अथवा dy ED 
dx 
समीकरण (2) से ८ का मान समीकरण () में रखने पर प्राप्त करते हैं: 
+| 
x+y“ =2 4५ 
37-29 % 
dx 
d d 
अथवा + y )=2xy+2y° र 
dx dx 
d है 
अथवा र 
dx xy 


यह दिए हुए वृत्तों के कुल का अभीष्ट अवकल समीकरण है। 


उदाहरण 8 ऐसे परवलयों के कुल को निरूपित करने वाला अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए जिनका 
शीर्ष मूल बिंदु पर है तथा जिनका अक्ष धनात्मक +-अक्ष की दिशा में है। 


हल मान लीजिए कि उपरोक्त चर्चित परवलयों के कुल को ? से निर्दिष्ट किया जाता है और 
उस कुल के किसी सदस्य की नाभि (८, 0) पर है जिसमें ८ एक धनात्मक स्वेच्छ अचर है 


209-20 


अवकल समीकरण 407 





(आकृति 9.5 देखिए)। इसलिए कुल ? का समीकरण हे: Y 
9४ - 4ax ७४ ॥ 
समीकरण (।) के दोनों पक्षों का% के सापेक्ष अवकलन 
करने पर हम पाते हैं: I 
d (4,0) 
2y—=4a ... (2) 
dx 
समीकरण (2) से 4८ का मान समीकरण (]) में रखने पर 
हम पाते हैं: Y’ 
था आकृति 9.5 
y= (2, ने (x) 
जे 
d 
अथवा y? —2xy ~ =0 (3) 
dx 


समीकरण (3) दिए हुए परवलयों के कुल का अवकल समीकरण है। 


| प्रशनाबली .9.3 | 


। से 5 तक प्रत्येक प्रशन में, स्वेच्छ अचरों ८ तथा & को विलुप्त करते हुए दिए हुए वक्रों के कुल 
को निरूपित करने वाला अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए। 


~ Y 

Fa 2. है - 4 (07२ 3. y=ae"+be™ 
a 

y=e™ (a+ bx) 5. y=e°(acosx+b sin x) 


५-अक्ष को मूल बिंदु पर स्पर्श करने बाले वृत्तों के कुल का अवकल समीकरण ज्ञात कोजिए। 
ऐसे परवलयों के कुल का अवकल समीकरण निर्मित कीजिए जिनका शीर्ष मूल बिंदु पर है 
और जिनका अक्ष धनात्मक -अक्ष की दिशा में है। 

8. ऐसे दीर्घवृत्तों के कुल का अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए जिनकी नाभियाँ )-अक्ष पर हैं तथा 


PN EN i 


जिनका केंद्र मूल बिंदु है। 
9. एसे अतिपरवलयों के कुल का अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए जिनकी नाभियाँ »-अक्ष पर हैं 
तथा जिनका केंद्र मूल बिंदु है। 
0. एसे वृत्तों के कुल का अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए जिनका केंद्र +-अक्ष पर है और जिनकी 
त्रिज्या 3 इकाई है। 
।।. निम्नलिखित अवकल समीकरणों में से किस समीकरण का व्यापक हल = ८, ०* + ८, €> है? 
2 a p 2 
(A) कप +y=0 (8) हि कल हे दम +I=0 (D) ड —-I=0 
dx dx x dx 
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2. निम्नलिखित समीकरणों में से किस समीकरण का एक विशिष्ट हल ) = * है? 


dy 2d) dy dy 

———-x —+जxy=x “5 +४--+ ४४ ८» 
को व dx ह (B) dx’ dx 
5 dx dx र Co dx dx 


9.5. प्रथम कोटि एवं प्रथम घात के अवकल समीकरणों को हल करने की विधियां 
(Methods of Solving First order, First Degree Differential Equations) 


इस परिच्छेद में हम प्रथम कोटि एवं प्रथम घात के अवकल समीकरणों को हल करने की तीन 
विधियों की चर्चा करेंगे। 


9,.5.] पृथक्करणीय चर वाले अवकल समीकरण (Differential equationsiwith variables 


separable) 

प्रथम कोटि एवं प्रथम घात का अवकल समीकरण निम्नलिखित रूप का होता हे: 
d F 
र (x, y) ..() 
dx 


यदि 7 (४, )) को गुणनफल ¢ (2), #0) के रूप में अभिव्यक्त किया जा सकता है जहाँ ४(), « का 
फलन है और /()), का एक फलन है तो समीकरण (।) पृथक्करणीय चर वाला समीकरण 
कहलाता है। ऐसा होने पर समीकरण (।) को निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है: 


dy _ 
ज 8 (9) . & (०) [2 
यदि # (५) #0, तो चरों को पृथक्‌ करते हुए समीकरण (2) को 
l 3 
AN dF 2 (x) dx oo) 


के रूप में लिखा जा सकता है। समीकरण (3) के दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


] 
तल y = | g(x) dx ..- (4) 
इस प्रकार समीकरण (4), दिए हुए अवकल समीकरण का हल निम्नलिखित रूप में प्रदान करता हैः 
H=GM+C ... (5) 


हे | I __ हे 
यहाँ म 0) एवं 6 (0) क्रमशः ऊतक एवं § (0 के प्रतिअवकलज हैं और 0 स्वेच्छ अचर है। 
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+] 
उदाहरण 9 अवकल समीकरण ड़ 


हल दिया गया हे कि 


, »# 2) का व्यापक हल ज्ञात कीजिए। 








d l 

= न (+ #2) .() 
समीकरण () में चरों को पृथक करने पर हम प्राप्त करते हैं 

(Q-yady=(x+l)dx 6 


समीकरण (2) के दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हैं: 
|@-ydy=|C+Dar 


2 2 


अथवा Dy = +x+C, 
Ee 2 
अथवा x+y +2x-4y+2C=0 
अथवा x+y’ +2x-4y+C=0 .- (3) 
जहाँ ( 


समीकरण (3) अवकल समीकरण () का व्यापक हल है। 


dy l+y 


x JI+x 


उदाहरण ]0 अवकल समीकरण का व्यापक हल ज्ञात कोजिए। 
हल चूँकि । +)? #0, इसलिए चरों को पृथक्‌ करते हुए दिया हुआ अवकल समीकरण निम्नलिखित 
रूप में लिखा जा सकता हैः 
dy _ dx 
I+y° I+x ४ 
समीकरण (।) के दोनों पक्षों का समाकलन करते हुए हम पाते हैं; 


dy _f dx 
| I+ y’ घ्‌ | Ix 














अथवा tan!iy=tanix+C 
यह समीकरण (।) का व्यापक हल है। 
dy 


उदाहरण ] अवकल समीकरण र 49” का विशिष्ट हल ज्ञात कीजिए, यदि ५ = | जब 
~=0हो 
हल यदि »# 0, दिया हुआ अवकल समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है: 


dy 
= Ax dx .()) 


ट 
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समीकरण (।) के दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हम पाते हैं: 


| र कल 4] x dx 
Y 
l 
अथवा = का 0 की 
Y 
अथवा न्द HE 2 
d 2x - (7 “ 


समीकरण (2) में /- और ४ = 0 प्रतिस्थापित करने पर हमें € = - | प्राप्त होता है। 
€ का मान समीकरण (2) में प्रतिस्थापित करने पर दिए हुए अवकल समीकरण का विशिष्ट हल 


] 
= पू प्राप्त होता है। 


उदाहरण 2 बिंदु (], ।) से गुजरने वाले एक एसे वक्र का समीकरण कीजिए जिसका अवकल 
समीकरण > *4) = (2%? + ]) “६६४ (५४ 0) है। 


हल दिए हुए अवकल समीकरण को निम्नलिखित रूप मे अभिव्यक्त किया जा सकता है: 


2 
a 252 के | हि 
X 


] 
अथवा dy = 2x + | dx ..()) 


X 
समीकरण () के दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


| d+ = | (2: + dx 


अथवा y= x +log|x|+C ह) 
समीकरण (2) दिए हुए अबकल समीकरण के हल वक्रों के कुल को निरूपित करता है परंतु 
हम इस कुल के एक ऐसे विशिष्ट सदस्य का समीकरण ज्ञात करना चाहते हैं जो बिंदु (।, ।) से 
गुजरताह्ो ख़ ़़ ़़३़३उ३_़़़़ू 
हर 
* लैबनीज द्वारा प्रदत्त संकेत ठ अत्यंत लचीला है, तथा बहुत सी गणना एवं औपचारिक रूपांतरणों में प्रयुक्त 


होता है, जहाँ हम ८४ और ८१ को साधारण संख्याओं की तरह व्यवहार में लाते हैं। ८४ और 4५ को पृथक्‌-पृथक्‌ 
सत्ता मानकर हम बहुत सी गणनाओं की सुस्पषट व्याख्या कर सकते हैं। संदर्भ: Introduction to calculus and 
Analysis, volume-I page ]72, By Richard Courant, Fritz John Spinger — Verlog New York. 
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इसलिए समीकरण (2) में += ], = | प्रतिस्थापित करने पर हमें ९ = 0 प्राप्त होता है। ८ का 


मान समीकरण (2) में प्रतिस्थापित करने पर हमें अभीष्ट वक्र का समीकरण +=? +]02]|>%|के रूप 
में प्राप्त होता है। 


उदाहरण ]3 बिंदु (-2, 3), से गुजरने वाले एसे वक्र का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके किसी 


बिंदु (४, )) पर स्पर्श रेखा की प्रवणता र है। 
y 


हल हम जानते हैं कि किसी वक्र की स्पर्श रेखा की प्रवणता के बराबर होती है। इसलिए 
dy_ 2x 
हे £ (7 
चरों को पृथक्‌ करते हुए समीकरण (।) को निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है: 
Ways tat ... (2) 


समीकरण (2) के दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हें: 
| y‘dy = | 2x dx 
y 3 
अथवा हज ET ® ... (3) 
समीकरण (3) में «= -2, ५ =3 प्रतिस्थापित करने पर हमें ९ = 5 प्राप्त होता है। 
Cc का मान समीकरण (3) में प्रतिस्थापित करने पर हमें अभीष्ट वक्र का समीकरण 


3 l 
८ = +5 अथवा = (3%? +5)3 


के रूप में प्राप्त होता है। 


उदाहरण 4 किसी बैंक में मूलधन की वृद्धि 5% वार्षिक की दर से होती है। कितने वर्षों में 
र ।000 को राशि दुगुनी हो जाएगी? 


हल मान लीजिए किसी समय # पर मूलधन ? है। दी हुई समस्या के अनुसार 


dP — > | x P 
di ]00 


अथवा र RR 
समीकरण (।) में चरों को पृथक्‌ करने पर, हम प्राप्त करते हैं: 
ap _ a 
न ... (2) 
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समीकरण (2) के दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हें: 


logP= ——+C 
8-20 7 
EN 
अथवा Pp — ९2 हि e 
अथवा P=C ८? (जहाँ ७० _ 0) ... (3) 
अब P= [000, जब /८0 


? ओर / का मान समीकरण (3) में रखने पर हम € = 000 प्राप्त करते हें। 
इसलिए समीकरण (3) से हम प्राप्त करते हैं: 


ए-000 ,% 
मान लीजिए / वर्षो में मूलधन दुगुना हो जाता है, तब 


2000 = 000 ,# = !=20l0g,2 


| प्रशनावली 9.4 | 


। से ।0 तक के प्रश्नों में, प्रत्येक अवकल समीकरण का व्यापक हल ज्ञात कोजिए। 








dy l-cosx dy Ja-y? 
I. ° — 2६ —— = 4-- —2 < < 2 
dx l+cosx dx > y=) 
dy 
3. Y= 4. sec x tanydx+secytanxdy=0 
र _ dy _ 2 2 
5. (८+८०) 49 - (०४ - ८०) hg 6. a )I+y) 
d 
7, ylogydx-xdy=0 8. r= -y 
dx 
dy >" ) 
फ IM xX IO. e"tanydx+(l-—e)secydy=0O 


] से 4 तक के प्रश्नों में, प्रत्येक अवकल समीकरण के लिए दिए हुए प्रतिबंध को संतुष्ट करने 
वाला विशिष्ट हल ज्ञात कोजिए। 


d 
II. (+x +r+D EN, DN 
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2. 


I3. 


4. 


i 


6. 


I7. 


I8. 


I9. 


20. 


2]. 


22. 


23. 


अवकल समीकरण 43 
dy 
2 
जे -]| == || = 0 यदि = 2 
( ) हा दि + 
dy 
cos | ~ |=a (८ ८ २); ५८ | यदि ४८5 0 
dx 


ay =ytanx;y=2 यदि ~= 0 

dx 

बिंदु (0, 0) से गुजरने वाले एक ऐसे वक्र का समीकरण ज्ञात कोजिए जिसका अवकल 
समीकरण ५ = ८* $n ॐ है। 


अवकल समीकरण 2) = (+2) (+2) के लिए बिंदु (।, -।) से गुजरने वाला वक्र 


ज्ञात कोजिए। 

बिंदु (0, -2) से गुजरने वाले एक ऐसे वक्र का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके किसी बिंदु 
(४, )) पर स्पर्श रेखा की प्रबणता और उस बिंदु के + निर्देशांक का गुणनफल उस बिंदु के * 
निर्देशांक के बराबर है। 

एक वक्र के किसी बिंदु (%,)) पर स्पर्श रेखा को प्रवणता, स्पर्श बिंदु को, बिंदु (-4,-3). 
से मिलाने वाले रेखाखंड की प्रवणता की दुगुनी है। यदि यह वक्र बिंदु (-2, ।) से गुजरता हो 
तो इस वक्र का समीकरण ज्ञात कोजिए। 

एक गोलाकार गुब्बारे का आयतन, जिसे हवा भरकर फुलाया जा रहा है, स्थिर गति से बदल 
रहा है यदि आरंभ में इस गुब्बारे की त्रिज्या 3 ईकाई है और 3 सेकेंड बाद 6 ईकाई है, तो 
/ सेकेंड बाद उस गुब्बारे को त्रिज्या ज्ञात कोजिए। 

किसी बेंक में मूलधन की वृद्धि #% वार्षिक की दर से होती है। यदि 00 रुपये ।0 वर्षों में 
दुगुने हो जाते हैं, तो #का मान ज्ञात कीजिए। (।०४,2 = 0.693]). 

किसी बैंक में मूलधन की वृद्धि 5% वार्षिक की दर से होती है। इस बैंक में ५ ]000 जमा 
कराए जाते हैं। ज्ञात कीजिए कि 0 वर्ष बाद यह राशि कितनी हो जाएगी? (००5 = ।.648) 
किसी जीवाणु समूह में जीवाणुओं की संख्या ], 00, 000 है। 2 घंटो में इनकी संख्या में 0% 
को वृद्धि होती है। कितने घंटों में जीवाणुओं की संख्या 2,00,000 हो जाएगी, यदि जीवाणुओं 
के वृद्धि की दर उनके उपस्थित संख्या के समानुपाती है। 


d 
अवकल समीकरण OE =८**? का व्यापक हल हैः 
NX 


(A) e'+e°=C (B) e+e =C 
(C) e+e =C (D) e*+eे=C 
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9.5.2 समघातीय अवकल समीकरण (Homogenous differential equations) 
* एवं ) के निम्नलिखित फलनों पर विचार कीजिए 


Ee (४, y)=y + 259, I (०, y) = 2x - 3), 
F, ( = COS ट F न्न 6] S 
3%, Y) = ) ,@,y)=smx+ cosy 


यदि उपरोक्त फलनों में «५ और » को किसी शून्येतर अचर 9» के लिए क्रमशः 2» एवं १ से 
प्रतिस्थापित कर दिया जाए तो हम प्राप्त करते हैं: 

F Ox, 2») 5 2४ (४४ + 229) 5 NF y) 

F, Ox, 2.) =A (2४- 39) 5 NF, 3) 

F, (Ax, Ay) = COs (2) = COS [2 =A Fx, y) 

F, (Ox, Ay) = sin Ax + cos Ay # // 7 (५, 9), किसी भी # के लिए 

यहाँ हम प्रेक्षित करते हैं कि फलनों F,, ह, 7, को F()%, 03) = )” 7 (५, )) के रूप में लिखा 
जा सकता है परंतु फलन 7 को इस रूप में नहीं लिखा जा सकता है। इससे हम निम्नलिखित परिभाषा 
प्राप्त करते हैं। 

फलन F(, 9), # घात वाला समघातीय फलन कहलाता है। यदि किसी शून्येतर अचर के लिए 
F(x, Ay) = NF, y) 

हम नोट करते हैं कि उपरोक्त उदाहरणों में ह, ह, ह, क्रमश: 2, ।, 0 घात वाले समघातीय फलन 


हैं जबकि 7, समघातीय फलन नहीं है। 
हम यह भी प्रेक्षित करते हैं कि 


है) 

Ey) =x ह र | =x [2 

X X X 
थवा E 5 ES , 

अ “ड ) हा ह हे = y hy 

B(x,y)=x (2 य = xh; [2 

X 

अथवा Bx,y)=y' [2+ र 3] = yh, =] > 


Fs (x,y)=x° 005 [2 =x hs [2 
NX NX 
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Fix, y) # xh, [2 ४ € चके किसी भी मान के लिए 
ht 


() X 
अथवा FG, y)# Yh yJ,neN 
इसलिए एक फलन F (2, ५), „ घात वाला समघातीय फलन कहलाता है यदि 


n y थवा n X 
F — X — जञ hl — 
F (x, y) § हि | ह | ने 


d 
हा - 7 (४, ५) के रूप वाला अवकल समीकरण समघातीय कहलाता है यदि F (४, +) शून्य घात 


वाला समघातीय फलन हे। 
dy _ 


=F) = gS] ..(]) 


dx 


के रूप वाले समघातीय अवकल समीकरण को हल करने के लिए हम --= । अर्थात्‌ 
X 


y= vx 2) 
प्रतिस्थापित करते हैं 
समीकरण (2) का%के सापेक्ष अवकलन करने पर हम प्राप्त करते हें : 


—_-vV+x— ... (3) 
d में हैं 
समीकरण (3) से र का मान समीकरण (॥) में प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हें: 
dv 
V+जX— = १) 
न 8 (०) 


अर्थात्‌ x= gv .. (4) 
dx 


समीकरण (4) में चरों को पृथक्‌ करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


dv _ dx दर 
Eo कला ... (3) 


समीकरण (5) के दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हमें प्राप्त होता हे: 


d ] C 
| =| 0 ... (6) 








यदि ५ को ~ से प्रतिस्थापित कर दिया जाए तो समीकरण (6), अवकल समीकरण (।) का 
X 


व्यापक हल प्रदान करता हे। 


209-20 


4]6 गणित 


य dx fi में ठ 
| बढ़" टिप्पणी | यदि समघातीय अवकल समीकरण =£(*,)) के रूप में हे। जहाँ 






है (५, )) शून्य घात वाला समघातीय फलन है तो हम “= अर्थात, ५ = ५) प्रतिस्थापित करते 


d 
हैं और फिर उपरोक्त चर्चा के अनुसार का =F(x,y)= h के रूप में लिखकर व्यापक हल 
ज्ञात करने के लिए आगे बढते हैं। 





d 
उदाहरण 5 दर्शाइए कि अवकल समीकरण (४-9) हा = ४+ 2) समघातीय है और इसका हल 
ज्ञात कोजिए। 


हल दिए गए अवकल समीकरण को निम्नलिखित रूप में अभिव्यक्त किया जा सकता हे: 


dx x-y डे 
F x+2y 
मान लीजिए F,y=——— 
AY 
F /(४+ 29) 4. र 
FCAx, A= C= FG, 
अब (Ax, Ay) ज्या (x,y) 


इसलिए F(, )) शून्य घात वाला समघातीय फलन है। 
अतः दिया हुआ अवकल समीकरण एक समघातीय अवकल समीकरण है। 


विकल्पतः 
३”? 
4) _| x |_ र [2 
dx i. X -- (2) 
जे 


समीकरण (2) का दायाँ पक्ष & कद । के रूप में है इसलिए यह शून्य घात वाला एक समघातीय 
X 


फलन है। इसलिए समीकरण (।) एक समघातीय अवकल समीकरण है। 
इसको हल करने के लिए हम प्रतिस्थापन करते हेः 
BE .- (3) 
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समीकरण (3) का %के सापेक्ष अवकलन करने पर हम प्राप्त करते हैं: 








dy dv 
——=V+जXx—— 
dx dx 
में वध हैं 
समीकरण (]) में » एवं हर का मान प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 
dv lI+2v 
V+ 
dx l-y 
अर्थात्‌ PR 
dx l-y 
अर्थात dv v‘’+v+l 
| GR AMES 
dx Iv 
v—] —dx 
अर्थात्‌ पा 
४ +v+l x 


समीकरण (5) के दोनों पक्षों का समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हैं: 





| av=- _4+% 
v +४०9+क Xx 
2v+I-3 
अथवा | ` =—log|x|+C 
97 +v+l 
2v +] 
अथवा -—|———_—dv=-]l C 
i i +v+]l 5 ऊज | 
अथवा lve v” +४+-3 हि =—log| x|+C 
अथवा | रा Sd सम MY ८ —log| x|+C 
१) 
} | | = === 
2 2 
अथवा log” Fol (|= -oes|rc 
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l l 2v+ 
अथवा zlog 27 +9+] | + ठ logx? = 3 tan! जे IES 


3 
५ को ~, से प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते है: 
जे 


2 


























I. (yy ] 2 जा 2 0758 
अथवा —log|——+-~—+ll+—loex =/3tan +(' 
की 2, ह x x 2 र 3x 

थवा —log EN x =n [+c 
अ F के आदत कस 
है 
अथवा log|(y? +xy+x°) = 2 | ड 2९ 
३५ 
2 
अथवा log|(x? +432 | |+ 
४३५ 


यह अवकल समीकरण (।) का व्यापक हल है। 


उदाहरण 76 दर्शाइए कि अवकल समीकरण +८०5 2] = ycos 2] + * समघातीय है और 
X X X 

इसका हल ज्ञात कोजिए। 

हल दिया हुआ अवकल समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है: 


y 
cos| +- ++ 
dy_” [2 


x COS द | 
x 


sd [- 
यहां हल =F(%, ») के रूप का अवकल समीकरण हे। 


eb 


y cos न + 
EE C.F. 


X COS > 
NX 


यहाँ F (x, y) = 
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*को 29 से एवं » को १) से प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


Alycos नी +x] 
=F, y)] 


F (Ax, Ay) = 
A E COS नी 


X 


४ (८, )) शून्य घात वाला समघातीय फलन है, इसलिए दिया हुआ अवकल समीकरण एक समघातीय 
अवकल समीकरण है। इसको हल करने के लिए हम प्रतिस्थापन करते हैं: 


y = vx .- (2) 
समीकरण (2) का > के सापेक्ष अवकलन करने पर हम प्राप्त करते हें: 

I 3 

dx dx २) 


में .d हैं 
समीकरण (]) में ५एव हल का मान प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


dv _vcosv+ l 





V+ x— 
dx COSY 
dv vcosv+l 
अथवा य्दा ऑल  !” 
dx COSY 
dv l 
अथवा कर चै 
dx cosy 
dx 
अथवा cosv dv =-— 
Xx 
| 
इसलिए | 008 9 dv = |- dx 
x 
अथवा sin v = log | x + log | C 
अथवा sin v= log | Cx 


» को “-प्रत्स्थिपित करने पर हम प्राप्त करते हैं। 
X 


sin 2] = log 
X 


यह अवकल समीकरण (।) का व्यापक हल है। 








Cx 
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X X 


उदाहरण 7 दर्शाइए कि अवकल समीकरण 29 ८”४४+ (५-2४०?) 4= 0 समघातीय है और 
यदि, ४-0 जब »- | दिया हुआ हो तो इस समीकरण का विशिष्ट हल ज्ञात कोजिए। 


हल दिया हुआ अवकल समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है: 


X 


dr 2xe’- y 
ins Mal MES .{k 
०) ड (के 
29८: 
ऊँ Al 252” - 
F 2227“ —y F _ NF 
मान लीजिए FE, y) = तब FOX, Ay) = Fr =A [F(x,y)] 
2ye> h| 2ye? | 


अतः 7 (५, )) शून्य घात वाला समघातीय फलन है। 
इसलिए, दिया हुआ अवकल समीकरण एक समघातीय अवकल समीकरण है। 
इसका हल ज्ञात करने के लिए, हम ४ = ५) प्रतिस्थापन करते हैं। 
समीकरण (2) का » के सापेक्ष अवकलन करने पर हम प्राप्त करते हैं: 
dx dv 


a _— १ नै पल 
dy ५ dy 


मे . dx हैं 
समीकरण (]) में < एव ठा का मान प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हें ; 
y 











dv _ 2ve'-l 
a + 
dy 2८ 
का dv 2ve'-—l 
अ y—= -v 
dy 2८ 
अथवा Y र र 
dy 2८ 
अथवा 7 Mad 
हे 
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अथवा | 987 dv = 
y 
अथवा 2e’'=—-loglyl+C 


जे 
श्को हक से प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


2 ८2 +loglyl=C 

समीकरण (3) में, «= 0 एवं ) = | प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 
2e+loglll=C=C=2 

€ का मान समीकरण (3) में प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 
2 €? +loglyl=2 

यह दिए हुए अवकल समीकरण का एक विशिष्ट हल है। 


42] 


. (3) 


उदाहरण ॥8 दर्शाइए कि वक्रों का कुल, जिनके किसी बिंदु (५, ») पर स्पर्श रेखा को प्रवणता 


2. 2 
* *) हे, ४ ५? = ८८ द्वारा प्रदत्त है। 
2xy 


हल हम जानते हैं कि एक वक्र के किसी बिंदु पर स्पर्श रेखा की प्रवणता के बराबर होती है। 





2 

y 
Rr 

dy x+y d 2 

इसलिए, ba — a, [a मम रॉ 
बंध. 259 बंध. 29 


X 
स्पष्टतः समीकरण (।) समधघातीय अवकल समीकरण है। 
इसको हल करने के लिए हम ) = ५: प्रतिस्थापन करते हैं। 
५=* का + के सापेक्ष अवकलन करने पर हम पाते हैं: 











dv l+v’ 

LI RN या v+x= र 

dx dx dx 27 
dt lev 27 dx 27 dx 
अतः ज्या ८ = = याः = 
dx Be, I-y र vy -] 


209-20 


ep) 


422 गणित 











इसलिए | ज = -| हे dx 

अथवा log [v’ — | = —l0¢ |x + log le | 
अथवा log | न !)(x) = log|C, 

अथवा _Tx=+C 


i 


को ~ से प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 
X 


2 
Y C 
X 


अथवा  -x)=+C ~या -y= Cx 


| प्रशनावली 95 | 


! से 0 तक के प्रत्येक प्रश्न में दर्शाइए कि दिया हुआ अवकल समीकरण समघातीय है और इनमें 
से प्रत्येक को हल कीजिए: 


, x+y 
I. KK + 529) व५७४ 5८ (४7 + ५?) dx 2. y= हे 
3. (४-9) 4५ - (४+ 9) 4४ 5 0 4. (४४ - 9) 4४ + 259 4५ ८ 0 
dy [ery 
242 _ 2 /2&2 हा 
5, x र x —2y +x) 6..xdy-ydx= x+y dx 
7 cos [2 + ysin (2) y dx = ysm [2 —XCOS (2) x dy 
ह# के हि X 
8, Fy asin2-|=0 9, y d+ log >. Jay —2x dy =0 
dx X X 


I0. | I+” | d+e? वि | dy=0 
हि 


से 5 तक के प्रश्नों में प्रत्येक अवकल समीकरण के लिए दिए हुए प्रतिबंध को संतुष्ट करने वाला 
विशिष्ट हल ज्ञात कीजिए। 

Il. (४+9) 4४ + (४-9) 6६४ 5 0; » 5 | यदि £-८ 

I2. & 4५ + (४४७ + ४) ६४८ 0; » 5 । यदि =] 
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I5. 


6. 


I7. 
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xsin” [2 —y । dx+xdy=0;y= ढ़ यदि ऋ ८ | 
x 


ADO [2 =0; = 0 यदि + = | 
dx xX X 


d 
Dv ED र =0; = 2 यदि ३55] 
X 


d 
र = के के रूप वाले समघातीय अवकल समीकरण को हल करने के लिए निम्नलिखित 


में से कौन सा प्रतिस्थापन किया जाता है: 

(A) y=vx (B) v= yx (C) x=vy (D) sy 
निम्नलिखित में से कोन सा समघातीय अवकल समीकरण है? 

(A) (4४+ 069 + 3) 4५४ - (39 + 22 + 4) ८४ ८ 0 

(8) (४७) 4४- (४४ +y)dy=0 

(CQ) ® + 297) ६४ + 22५ 4५ 5८ 0 

(D) # 4४ + (४४-४५ - ४) 4४ ८ 0 


9.5.3 रैखिक अवकल समीकरण (Linear differential equations) 


dy 
——+Py= 
dx y=, 


के रूप वाला अवकल समीकरण, जिसमें ? एवं ( अचर अथवा केवल >» के फलन हैं, प्रथम कोटि 
का रैखिक अवकल समीकरण कहलाता है। प्रथम कोटि के रैखिक अवकल समीकरण के कुछ 
उदाहरण इस प्रकार हैं: 


dy 
——+y=smx 
dx 


dy l | र 
——+|—|y=e 
dx x 


EE A 
dx \xlogx) x 





प्रथम कोटि के रैखिक अवकल समीकरण का दूसरा रूप सेकेंड 5 + P,* = 0 है, जिसमें ?, 


3 y 
और 0, अचर अथवा केवल ५ के फलन हैं। इस प्रकार के अवकल समीकरण के कुछ उदाहरण 


ड dx 
निम्नलिखित हैं; द १ 
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dx _—2x = र 
dy y 
प्रथम कोटि के रेखिक अवकल समीकरण 
र +Py=Q ..(]) 
dx 
को हल करने के लिए समीकरण के दोनों पक्षों को % के फलन ४ (४) से गुणा करने पर हम प्राप्त 
करते हैं: 





dy 
g(x) i ?.8& (४) » 5 (0.६ (०) RE 2 
९ () का चयन इस प्रकार कीजिए ताकि समीकरण का बायाँ पक्ष ) . £ (0 का अवकलज बन जाए: 
अर्थात्‌ Ey P ल 
i 8 (x) I 8 x) y = A [9.& )] 
अथवा dy P — a | 
g(x) Fe g)y= & (४) FF (x) 
-> P.g (४) 5 g (0) 
अथवा बा 8 (०) 
8 (०) 


दोनों पक्षों का » के सापेक्ष समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हें: 


| Par & (०) dx 





8 (2) 
अथवा | P.dx =log(g(x)) 
अथवा 8 (0) ८ eld 


समीकरण (।) को ४(४) = ८०“ से गुणा करने पर उस समीकरण का बायाँ पक्ष » तथा) के 
किसी फलन का अवकलज बन जाता है। यह फलन ४(%) = ८“ दिए हुए अवकल समीकरण का 
समाकलन गुणक (6.7. कहलाता है। 
समीकरण (2) में 2(४) का मान प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


pdx pdx 


| - +P | y=. | 


जो | [Par Q [Par 
dx 
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दोनों पक्षों का », के सापेक्ष समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हें: 
y of र | (0 | of ] बे 


अथवा y = CE | (0 cl | dx+C 
यह अवकल समीकरण का व्यापक हल है। 
प्रथम कोटि के रैखिक अवकल समीकरण को हल करने के लिए सम्मिलित चरणः 
0) दिए हुए अवकल समीकरण को न +P)=0९ के रूप में लिखिए जिसमें , 0 अचर अथवा 
केवल + के फलन हैं। 
(|) समाकलन गुणक (6.7) = ८?“ ज्ञात कीजिए। 
(|) दिए हुए अवकल समीकरण का हल निम्नलिखित रूप में लिखिए: 


y.LF)= J(QxLF)dr+C 


d 
यदि प्रथम कोटि का रैखिक अवकल समीकरण > +^*= ९ के रूप में है जिसमें ?, और 6, 


अचर अथवा केवल » के फलन हैं, तब ].F. = „]१% और 


x. (C.F) = (0, » 7.) ४४+ ९८ अवकल समीकरण का हल है। 


उदाहरण ]9 अवकल समीकरण न -9/ = ८०७% का व्यापक हल ज्ञात कोजिए। 
X 


हल दिया हुआ अवकल समीकरण 


d र 
i +Py=Q है, जहाँ 7 = -] और Q = cosx 
इसलिए .F.= ० -८ 
समीकरण के दोनों पक्षों को ].F. से गुणा करने पर हम प्राप्त करते हैं: 
d 
न eञy=e™cosx 
dx 
d न आ 
अथवा —_(ye )=e COSX 
dx 
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दोनों पक्षों का » के सापेक्ष समाकलन करने पर हम प्राप्त करते हैं; 
आटा शा cosxdx+C १.) 


मान लीजिए कि = | ` ००७१ 


COS i | | sinx) (—e °)dx 
—] 
= “-0085%८  - sin छल 


= 0082८  - | sin x(—-e°)- | cos x(-e™) 5 | 


X 


— —Ccosxe “+sinxe™-— | cos xe dx 


अथवा I=—e*cosx+smxe*™-—-lT 
अथवा 2l = (sm x— ०05 x)e™ 


X 


_ (sinx—cosx)e. 
5 ५ 
समीकरण (॥) में ॥ का मान प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हें: 


0829 | SIN X > COS X | +C 


अथवा | 


_ SINX— COSX 
2 
यह दिए हुए अवकल समीकरण का व्यापक हल हे। 


अथवा + (एटा 


d 
उदाहरण 20 अवकल समीकरण 2 +2५=2 (४0) का व्यापक हल ज्ञात कीजिए। 


हल दिया हुआ अवकल समीकरण है: 


ON 2-५ .( 
dx 
समीकरण (।) के दोनों पक्षों को » से भाग देने पर हम प्राप्त करते हैं: 
dy 2 
——+—y=x 
dk का 
dy ड 
यह, के P= 0९, के रूप का रैखिक अवकल समीकरण है। यहाँ P= 7 एवं 0-५ है। 
2 0 x? 
इसलिए IF= fins enes= et =x [जैसा कि ८६/( = / (४)] 
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इसलिए दिए हुए समीकरण का हल हैः 
9 उ | (x) (x Ydx+C = | xdx+C 


2 
अथवा y= +Cx? 
यह दिए हुए अवकल समीकरण का व्यापक हल है। 


उदाहरण 2] अवकल समीकरण ५4*४- (४+ 29?) 4) = 0 का व्यापक हल ज्ञात कोजिए। 
हल दिया हुआ अवकल समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता हैः 


LE 


dy y 


¢ | _. 
यह, 5 +P*=0,, के रूप वाला रैखिक अवकल समीकरण है। यहाँ P=-- एव 
y y 


| Tt 


र dy I 
DE 


-] ] च 
०४०20) _ 


है 


(0, = 2) है। इसलिए [.9,- ८ 


अतः दिए हुए अवकल समीकरण का हल हैः 


नि बल | 23) ~ dy+C 
y y 


अथवा - |2dy+C 
y 
X CC 
अथवा —=2y+C 
अथवा x=2y°+Cy 


यह दिए हुए अवकल समीकरण का व्यापक हल है। 


उदाहरण 22 अवकल समीकरण 
+ycotx =2x+x° cotx (x # 0) 
x 


T 


का विशिष्ट हल ज्ञात कीजिए, दिया हुआ है कि = 0 यदि «= ठ 


d ड 
हल दिया हुआ अवकल समीकरण डा +P=0Q,के रूप का रेखिक अवकल समीकरण है। यहाँ 
ge 
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P = ०० ~ और Q=2x+x°“cotx हे। इसलिए 
I. Fs | i eS —Sinx 
अतः अवकल समीकरण का हल है; 


y.sinx=]JOx+xcotx)sinxdx+C 


अथवा ysinx=]|2xsinxdx+ |x cosxdx+C 
| HE 0 
अथवा ysmx = sIn यो = | cos AE dx + | x cosxdx+C 
2 fe; 
अथवा ysinx =° sinx— |x cosxdr+ |x cosxdy+C 
अथवा ysnx=x“sinx+C ..() 


में | पर ड 
समीकरण () में =0 एवं *= प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं; 


TT 2 TT 
0 = (5) sIn a +C 
2 है 


पा 2, 
अथवा हक 





समीकरण (।) में € का मान प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


पा 2 
; Oc Tt 
ysinx=x 8 ४ - क 


2 
Tt हु 

—— (sim x # 0) 
4 sInXx 


यह दिए हुए अवकल समीकरण का विशिष्ट हल है। 


अथवा y= x - 





उदाहरण 23 बिन्दु (0, ।) से गुजरने वाले एक वक्र का समीकरण ज्ञात कीजिए, यदि इस वक्र के 
किसी बिंदु (४, )) पर स्पर्श रेखा की प्रवणता, उस बिंदु के + निर्देशांक (भुज) तथा ५ निर्देशांक और 
५ निर्देशांक (कोटि) के गुणनफल के योग के बराबर है। 


हल हम जानते हैं कि वक्र की स्पर्श रेखा की प्रवणता के बराबर होती है। इसलिए 


dy 
——=x-F XY 
dx रे 


dy 
अथवा ——xy=X ..(D 
dx 
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d ड 
समीकरण (]), र +P= 0 के रूप का रैखिक अवकल समीकरण हे। यहाँ 7--<» एवं 
0 = » है। इसलिए 


2 
—X 





fl oR 
अतः दिए हुए समीकरण का हल है: 
y. क म | (x) (~ | dx+C :>5 ९ 
मान लीजिए I= | (x) EE 
मान लीजिए =, तब - ५4६ = वाया 4४८ - था 
इसलिए I= -| edt=-e =- 
समीकरण (2) में ] का मान प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं: 
Y Ee क प +E 
अथवा y=—-I+C ० (3) 


समीकरण (3) वक्रों के कुल का समीकरण है परंतु हम इस कुल के ऐसे सदस्य का समीकरण ज्ञात 
करना चाहते हैं जो बिंदु (0,।) से गुजरता हो। समीकरण (3) में += 0 एवं + = | प्रतिस्थापित करने 
पर हम पाते हैं: 

॥-+]+C.८° न्वा C= 2 
समीकरण (3) में € का मान प्रतिस्थापित करने पर हम प्राप्त करते हैं: 


2 
X 


y=-lI+2e? 
यह वक्र का अभीष्ट समीकरण है। 


| प्रशनावली 9.6 | 


से ।2 तक के प्रश्नों में, प्रत्येक अवकल समीकरण का व्यापक हल ज्ञात कीजिए: 


dy dy 
—+2y=sIimnx ——+3y=e 


d 
25 ay + EA v2 


4. seen 3 > था [0<+<2 5. RR Pc [0s=<5) 
dr 2 dx 7) 
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6. FO क x‘ logx 7. oo 
dx d 


2 
—+y=—logx 
$ X 


8. (I+x)dy+2xydx=cotx dx (x # 0) 


dy 
9, » 
d 


—+y—x+xycotx=0O (x0) I0. Cri 
4 dx 


d 
Il. ydxr+(x-—y)dy=0 | है” (७+33) 753 (y>0). 


3 से 5 तक के प्रश्नों में प्रत्येक अवकल समीकरण के लिए दिए हुए प्रतिबंध को संतुष्ट करने वाला 
विशिष्ट हल ज्ञात कीजिए: 


d Tt 
I3. © 2ytanx=sinx; y=0 यदि += 
dx 3 


4. (+2) +23 =; 9 =0 यदि ४ =] 
dx I+x 


d - 
I5. “2 _3ycotx=sin2x; अ यदि ॐ = 
dx D 


6. मूल बिंदु से गुजरने वाले एक वक्र का समीकरण ज्ञात कीजिए यदि इस वक्र के किसी बिंदु 
(५, )) पर स्पर्श रेखा की प्रवणता उस बिंदु के निर्देशांकों के योग के बराबर है। 


।7. बिंदु (0, 2) से गुजरने वाले वक्र का समीकरण ज्ञात कीजिए यदि इस वक्र के किसी बिंदु 
के निर्देशांकों का योग उस बिंदु पर खींची गई स्पर्श रेखा को प्रवणता के परिमाण से 5 
अधिक है। 


d 
8. अवकल समीकरण 2 > -)= 2% का समाकलन गुणक हैः 
] 
(A) er (DB) 6% (©) 7 (D) x 


d 
9, अवकल समीकरण -y बन] हा + )४ = ay(-I< »< |) का समाकलन गुणक हैः 
9 








| ] l 
(A) 2] (B) Jy? -] (C) I-y 


l 
(D) ह 
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विविध उदाहरण 
उदाहरण 24 सत्यापित कीजिए कि फलन ) = ८, ८० ८०४ ॥* + ८, ८“ $n ४5, जहाँ ८,, ८, स्वच्छ 
अचर हे, अवकल समीकरण 


dy dy DRE, 
कणा 2a——+ (¢ +b ) ५=0 का हल हे। 
dx dx 
हल दिया हुआ फलन है: 
y= e™ [c, cos bx + cs sin bx] --B 
समीकरण (।) के दोनों पक्षों का » के सापेक्ष अवकलन करने पर हम पाते हैं कि 
न =e™ [— bc, sinbx+ bc, cosbx|+[c,cosbx+c,sinbx]e™.a 
x 
dy _ 4०० । 
अथवा ह =e [(bc,+ac,)cosbx+ (ac, = bc,)sinbx] ... (2) 
x 


समीकरण (2) के दोनों पक्षों का %, के सापेक्ष अवकलन करने पर हम पाते हें कि 


d" y 


ह =e [(bc,+ac) (—sinbx.b)+ (ac, - 2८) (cos bx. b)] 


+ [(bc,+ac,) cosbx+ (ac, —bc,) sinbx]e™.a 


= e™[(a°c,—2abc, —b‘c,) sinbx+ (ac, +2abc,—b‘c,) cosbx] 
मे dy dy _. हैं 
दिए गए अवकल समीकरण में आठ ° ठ एवं. का मान प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं: 
X 


बायाँ पक्ष =e [ac,—2abc, —b‘c,)sinbx+(a°c,+2abc,—b‘c,)cosbx] 
—2ae™ [(bc, +ac,)cosbx+ (ac, —bc,)sin bx] 
+(a° +b )e™[c, cosbx+ cy sin bx] 


र (७४४८०, —2abc, -22, —2a°c,+2abc, +६८2,+2“८, ) sin Dx 

=e 

+(a°c,+2abc,—b"c,—2abc, —2a°c, +a’ c+ bc; )cosbx 
= e°[Oxsinbx+Ocosbx]=e™x0=0 = दायाँ पक्ष 

इसलिए दिया हुआ फलन दिए हुए अवकल समीकरण का हल है। 
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उदाहरण 25 द्वितीय चतुर्थांश में ऐसे वृत्तों के कुल का अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए जो निर्देशांक 
अक्षों का स्पर्श करते हैं। 

हल मान लीजिए, निर्देशांक अक्षों को स्पर्श करने वाला और द्वितीय चतुर्थांश में बना वृत्तों का कुल 
C द्वारा निर्दिष्ट किया जाता है। इस कुल के किसी सदस्य के केंद्र बिंदु के निर्देशांक (-०, ०) हैं 
(आकृति 9.6 देखिए)। 


कुल € को निरूपित करने वाला समीकरण है: 
x+a+(V-a=a EE , 

















अथवा x+y‘ + 26४ - 249 + ८6८८ 0 .. (5) 
समीकरण (2) का > के सापेक्ष अवकलन करने पर हम पाते हैं: y 
d d 
22 + 2y FRR) 
x dx Gt 
अथवा PO: न] | 
dx dx 
x+yy 
अथवा ह 
= 
समीकरण (]) में ८ का मान प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं: आकृति 9.6 
x+yyT x+yyT [x+yyl 
r+ | +|» py) 
0 । १ 3 =| 
थवा } } ® 74 74 2 74 2 
अ Def x+x+yfl [yy -y-x-yy] ८[४+ ७3 |] 
अथवा c+ J ++yP=[r+yyT 
अथवा c+ [ (४) +D=[r+yyy 


जो दिए हुए वृत्तों के कुल को निरूपित करने वाला अवकल समीकरण है। 


उदाहरण 26 अवकल समीकरण ।0 > =3४+4) का विशिष्ट हल ज्ञात कोजिए। दिया हुआ 
X 


है कि५=0यदि ५=0 
हल दिया हुआ अवकल समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता हैः 


dy -- ८९ (3x+4y) 
dx 
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d 
अथवा A को कह 2 .() 
an 
चरों को पृथक्‌ करने पर हम पाते हैं, 
र =e dx 
है 
€ 
इसलिए |edy= | कि 
Gr छ 
अथवा =-—+C 
रः ड 
अथवा |e+3e°+IC=0 £ (2) 


समीकरण (2) में ४ - 0 एवं ) = 0 प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं: 


—7 
4+3+]2C=0अथवा C= स 


समीकरण (2) में ट का मान प्रतिस्थापित करने पर हम, 
4८ +3३८ 7 = 0, प्राप्त करते हैं 
यह दिए हुए अवकल समीकरण का एक विशिष्ट हल हे। 


उदाहरण 27 अवकल समीकरण 
. | Y 
(xdy—-yadxysm E =(ydx+xdy)xcos [ | को हल कोजिए। 


हल दिया हुआ अवकल समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है। 


Fleer] 


0००2 ess sR की 
XY COS| ह SIN| -— 
Hr) Ue 
अथवा , 
श w+ | |> 
X X 


दायें पक्ष पर अंश एवं हर दोनों को ५? से भाग देने पर हम पाते हें: 


र P| — [> | क 
है हि ह # 
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d 
स्पष्टत: समीकरण (]), ना = & 2] के रूप का समघातीय अवकल समीकरण हे, इसलिए 


इस समीकरण को हल करने के लिए हम 


y = vx 5७5 (2) 
प्रतिस्थापित करते हैं। 
अथवा LR NE 

dx dx 


2 
dv _vcosv+v siny 




















अथवा b= [समीकरण (।) और (2) का प्रयोग करने पर] 

dx VsinvV—CcOsSY 

dv _ 2v COSY 
अथवा की लत सा 
X VSINV— COSY 
287 — COSY 2 il 

अथवा | न जहा 

VCOSY X 

inv - ०05 I 
इसलिए | VSI V —COSY id i) | | 
VCOSY X 
] ] 
अथवा |uanvd-|-dv=2|— dr 
V X 

अथवा loglsec v|—log |v |= 2loglxI+l0¢IC, | 

५९०० C 
अथवा log 5 — log I 

VX 

SECY Cc 
अथवा +t .. 6) 
VX 


समीकरण (3) में» को ¢ से प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 


SEC ड 
NX 


म तन तन मई. जहाँ C= + 
Y 2 

[2 (४) 
x 


अथवा Sec [2 =C xy 
x 


यह दिए हुए अवकल समीकरण का व्यापक हल है। 
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उदाहरण 28 अवकल समीकरण 
(tan™!y— x) dy = (| + 9) ०४ का हल ज्ञात कोजिए। 


हल दिया हुआ अवकल समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है: 


dx KE _ tan 'y 
dy lI+y. I+y 








d >> 
समीकरण (।), हज +P, ४5 (,, के रूप का रेखिक अवकल समीकरण है। यहाँ 
)) 


t —] 
र —__ है। इसलिए 
I+y 





l र 
P = एवं Q, = 
l I+ y? ` l 


| 
E 2 t न 
LF.=e™?’ “-टगीओ 


इसलिए दिए हुए अवकल समीकरण का हल है: 


| 
2 | र e™ dy+C 
I+y 





_| 
मान लीजिए [=| | उ र | env djy 
+y 





है l 
(क्षा! ) = ! प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि छः | dy = dt 
त) 


अतः L& | te'dt,I=te'-|l.eet,l=te'-e=e(t-T]) 
अथवा I= bin » (tan!y -]) 
समीकरण (2) में] का मान प्रतिस्थापित करने पर हम 

x.em 7g ) (tan 'y-D+C पाते हैं 


अथवा x= (tan ly-D+Ce™m) 


यह दिए हुए अवकल समीकरण का व्यापक हल है। 
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अध्याय 9 पर विविध प्रशनावली 


निम्नलिखित अवकल समीकरणों में से प्रत्येक की कोटि एवं घात (यदि परिभाषित हो) ज्ञात 
कोजिए। 


3 2 
(i) +x हु —6y=logx (II) dy -4 ay +/y= शा | 
d dx dx 


Xx dx 


dy . {d’y 
i ———sIm|—— |=0 
(iil) dx | dy 


. निम्नलिखित प्रश्नों में प्रत्येक के लिए सत्यापित कीजिए कि दिया हुआ फलन (अस्पष्ट अथवा 


स्पष्ट) संगत अवकल समीकरण का हल है। 
dः dy 


D३ 
6) xmy=ae'+be+rx FE गत _2=0 
d d 
(i) y=e(acosx+bsnx) : £ 7 ,2)=0 
d d॑ 
dy 
(i) y= x sin 3.४ , fh? y—6cos3x=0 
dx 
(iv) x = 29 log y : (४ ट 0 


(४०)? + 2)? - ८2, द्वारा निरूपित वक्रों के कुल का अवकल समीकरण निर्मित कीजिए जहा 
८ एक स्वेच्छ अचर है। 


. सिद्ध कीजिए कि 4? - ५? = ८ (2 + ५)? जहाँ ८ एक प्राचल है, अवकल समीकरण 


(४ — 3x ४) dx = (४ - 3+) 4५ का व्यापक हल है। 


. प्रथम चतुर्थांश में ऐसे वृत्तों के कुल का अवकल समीकरण ज्ञात कीजिए जो निदेशांक अक्षों 





को स्पर्श करते हैं। 
d 
अवकल समीकरण की + = 0 , जबकि 5 # का व्यापक हल ज्ञात कोजिए। 
IK 4 जे 
dy  >#+»+] 
दर्शाइए कि अवकल समीकरण “5750 का व्यापक हल 
बंध. x +x+l 


G+y+D=A(I-x-y- 229) है, जिसमें ^ एक प्राचल है। 


. बिंदु हे | से गुजरने वाले एक ऐसे वक्र का समीकरण ज्ञात कोजिए जिसका अवकल 


समीकरण sin x cos y dx + cos x sin y dy = 0 है। 
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अवकल समीकरण (] + ८”) 4+ (]+)°) ०" 4*= 0 का एक विशिष्ट हल ज्ञात कीजिए, 
दिया हुआ है कि »5 | यदि * = 0. 

अवकल समीकरण , ८> ५ = ४८ क? (#0) का हल ज्ञात कोजिए। 

अवकल समीकरण (४-9) (4४+ 45) = 4४ - व) का एक विशिष्ट हल ज्ञात कीजिए, दिया 
हुआ है कि = -], यदि += 0 (संकेत: ४-५ = रखें)। 


ev y dx 
अवकल समीकरण = | =।(%=ॐ#0) का हल ज्ञात कोजिए। 
y 





vx x]d 


d 
अवकल समीकरण र + ycotx = 4x cosec x (%# 0) का एक विशिष्ट हल ज्ञात कीजिए, 


दिया हुआ है कि = 0 यदि »= र , 


d 
अवकल समीकरण (४+ ]) हा -2८०- | का एक विशिष्ट हल ज्ञात कीजिए, दिया हुआ 


है कि ) = 0 यदि + = 0. । 
किसी गाँव की जनसंख्या की वृद्धि को दर किसी भी समय उस गाँव के निवासियों को संख्या 
के समानुपाती है। यदि सन्‌ ।999 में गाँव की जनसंख्या 20,000 थी और सन्‌ 2004 में 25,000 
थी, तो ज्ञात कीजिए कि सन्‌ 2009 में गांव को जनसंख्या क्या होगी? 
अवकल समीकरण 2“ *% _0 का व्यापक हल है: 

y 
(A) xy=C (B) x= Cy (C) y= Cx (D) y= Cx 


र +P*= 0, के रूप वाले अवकल समीकरण का व्यापक हल हैः 
( |r % | |r % dy+C 
0 i |(Q ei) jr+C 


है [० | "ay +C 


| | | dx+C 


अवकल समीकरण ८" 4) + (५ ०" + 2%) 4४८ 0 का व्यापक हल हैः 
(A) xe +x =C (B)xe+y=C(Oye+x=C(D)ye+x=C 
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गणित 


साराश 
एक ऐसा समीकरण जिसमें स्वतंत्र चर (चरो) के सापेक्ष आश्रित चर के अवकलज 
(अवकलजों) सम्मिलित हों, अवकल समीकरण कहलाता है। 
किसी अवकल समीकरण में सम्मिलित उच्चतम अवकलज की कोटि, उस अवकल 
समीकरण की कोटि कहलाती है। 
यदि कोई अवकल समीकरण अवकलजों में बहुपद समीकरण हैं तो उस अवकल समीकरण 
को घात परिभाषित होती है। 
किसी अवकल समीकरण को घात (यदि परिभाषित हो) उस अवकल समीकरण में 
सम्मिलित उच्चतम कोटि अवकलज की उच्चतम घात (केवल थनात्मक पूर्णांक) होती है। 
एक दिए हुए अवकल समीकरण को संतुष्ट करने वाला फलन उस अवकल समीकरण का 
हल कहलाता है। एक ऐसा हल जिसमें उतने ही स्वेच्छ अचर हों, जितनी उस अवकल 
समीकरण की कोटि है, व्यापक हल कहलाता है और स्वेच्छ अचरों से मुक्त हल विशिष्ट 
हल कहलाता है। 
किसी दिए हुए फलन से अवकल समीकरण बनाने के लिए हम उस फलन का उत्तरोत्तर 
उतनी ही बार अवकलन करते हें जितने उस फलन में स्वेच्छ अचर होते हैं और तब स्वेच्छ 
अचरों को विलुप्त करते हैं। 
चर पृथक्करणीय विधि ऐसे समीकरण को हल करने के लिए उपयोग की जाती है जिसमें 
चरों को पूरी तरह से पृथकू किया जा सकता है अर्थात्‌ वाले पद ८» के साथ रहने चाहिए 
और + वाले पद ८४ के साथ रहने चाहिए। 


dy जहा dx में 
एक ऐसा अवकल समीकरण, जिसको ह fy) अ ह =&(*,))के रूप में 


अभिव्यक्त किया जा सकता है, जहाँ /(, )) एवं &(४, )) शून्य घात वाले समघातीय फलन 
हैं, समघातीय अवकल समीकरण कहलाता है। 


वं जिममें 
कार +P५= (), के रूप वाला अवकल समीकरण, जिसमें ? तथा 0 अचर अथवा केवल 
गे 


» के फलन हैं, प्रथम कोटि रेखिक अवकल समीकरण कहलाता है। 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 
अवकल समीकरण विज्ञान की प्रमुख भाषाओं में से एक है। रोचक तथ्य यह है कि अवकल 


समीकरणों का अस्तित्व नवंबर ]], ]675 Gottfried Wilthelm Freiherr Leibnitz 


(646-76) ने सर्वप्रथम सर्वसमिका, | y dy = पर ५° , को लिखित रूप में प्रस्तुत किया तथा 
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उनसे दोनों प्रतीकों | और 4) से परिचित कराया। वस्तुतः ],९07/(2 ऐसी वक्र को ज्ञात करने की 
समस्या में मग्न थे जिसको स्पर्श रेखा निर्दिष्ट हों, इस समस्या ने सन्‌ 69 में उन्हें 'चरों के 
पृथक्करणीय विधि' के अन्वेषण का मार्गदर्शन कराया। एक वर्ष पश्चात्‌ उन्होंने ' प्रथम कोटि के 
समधघातीय समीकरणों के हल करने की विधि' का सूत्रीकरण किया। वे आगे बढ़े और अल्प 
समय में उन्होंने “प्रथम कोटि के रैेखिक अवकल समीकरणों को हल करने की विधि' का 
अन्वेषण किया। कितना आश्चर्यजनक है कि उपर्युक्त सभी विधियों को खोज अकेले एक व्यक्ति 
द्वारा अवकल समीकरणों के जन्म के पच्चीस वर्षों के अल्पावधि के अतर्गत संपन्न हुई। 

प्रारंभ में केवल समीकरणों के 'हल' करने को प्रविधि को अवकल समीकरणों के 
'समाकलन' के रूप में निर्दिश्ट किया गया था। यह शब्द सन्‌ ।690 में प्रथमतः James 
Bernoulli, (I654-705) द्वारा प्रचलन में लाया गया। शब्द 'हल' का सर्वप्रथम प्रयोग 
Joseph Louis Lagrange ( 736-I8।3) , द्वार सन्‌ ।774 में किया गया। यह घटना अवकल 
समीकरणों के जन्म से लगभग 700 वर्षों बाद घटित हुई। ये Jules Henri Poincare 
(।854-92), थे, जिन्होंने शब्द 'हल' के प्रयोग के लिए अकाट्य तर्क प्रस्तुत किया, फलतः 
आधुनिक शब्दावली में शब्द हल को अपना उचित स्थान प्राप्त हुआ। 'चरों के पृथ्क्करणीय विधि 
का नामकरण John Bernoulli (667-I748) , James Bernoulli के अनुज द्वारा किया गया। 
मई 20, 7।5 को [९७7/४7 को लिखे अपने पत्र में, उन्होने निम्नलिखित अवकल समीकरण 
के हल को खोज किए 

x) 2} 

के हल तीन प्रकार की वक्रों नामतः परवलय, अतिपरबलय और घनीय वक्रों के एक समूह का 
मार्गदर्शन कराते हैं। यह दर्शाता है कि ऐसे सरल दिखाई पड़ने वाले अवकल समीकरणों के हल 
कैसे नाना रूप धारण करते हैं। 20वीं शताब्दी के उतरार्थ में 'अवकल समीकरणों के गुणात्मक 
विश्लेषण' शीर्षक के अतर्गत अवकल समीकरणों के हलों को जटिल प्रकृति के आविष्कार हेतु 
ध्यान आकर्षित किया गया। आजकल इसने लगभग सभी अविष्कारों हेतु अत्यंत प्रविधि के रूप 
में प्रमुख स्थान प्राप्त कर लिया है। 


re] * र] 
20 
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